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Camportement des Lignes de Champ Magnétique daaotiques

dans un Systéme Péricdique (Tokamak)

Michel HUGCN, José& Tito MENDONCA, Paul-Henri REBUT

Résumé : Les propriétés statistiques des lignes de champ chaotigues sont
étudiées analytiquement et testées numéricquement & partir des équations des
lignes de champ. Dans le cas ol la région chaotique coexiste avec des flots
magnétiques, les lignes de champ chaotiques suivent une lol de diffusion a
travers les chaines d'flot. Le ccefficient de diffusion correspo;ldant est
défini comme 1'inverse du ncaﬁbre moyen de tours toroidaux effectués par les
lignes de champ pour traverser une chafne @'flot et il est calculé

numériquement.

Behaviour of Chactic Magnetic Field Lines in

a Periodic System {Tokamak)

Abstract : The statistical properties of chaotic field lines are analytically
studied and numerically tested from the field line equations. When the
chaotic region coexists with magnetic islands, the chaotic field lines follow
a diffusion process through the island chains. The corresponding diffusion
coefficient is defined as the :i.nversé of the average number of toreidal turns
made by the field lines to Cross cne island chain and it is mmerically

canputed.



Abridged Fnglish Version:

The ancmalous transport in tokamaks could be ascribed to particle
transport along chaotic magnetic field lines linking the central plasma
region to the plasma edge. The chactic zone could be in equilibrium with
magnetic islands for 0.8 £T & 1.5 [1] .7 7, the overlapping parameter, is the
ratio of the virtual island width to the distance between two island chains,
A,

The equations of the magnetic field lines in the presence of ZNVo + 1

island chains localized at XN N/m, and having a randcm phase q)N, are given

by (1). x is normalized to A = 1/m and the poloidal and toroidal
coordinates, y and z, are expressed in radians. Equations (1) are invariant
by the change of varisbles X =x - A and Y = y - (z/m), which aliws
progression from cne island chain to the next. The different island chains
are then equivalent, which allows recurrence reasoning. m is eguated to,-
unity. The standard mapping equations [2] can be derived from equations (1) ,-
when the phases ¢ are zero and N, is infinite. The field line trajectories
are determined by numerically integrating equations (1}. The intersections
of these trajectories with the X 24 .plane are shown in figure 1.

Let F(n,p) be the distr:ibutionrof chaotic field lines at the island
chain n associated with the initial distribution F(nn,0) after covering the
"distance p in. the toroidal direction. From figure 2, F(n,p) is defined by
equation (2), which represents the conservation of chaotic field lines.
Cambining equations (2) and (3) and introducing continuous variables leads to
equation (4), which indicates that ®(n,p) is the flux of chaotic field lines
at the island chain n. If a is the fraction of chaotic field lines
progressing fram one island chain to the next, figure 2 shows that equations
(5) and (6) are satisfied by the functions F*(n,p). Equations (2), (3)7, {5)

and (6) demonstrate that the functions F(n,p) and &(n,p) verify equation (7).



Elimination of ® or F between equations (4) and (7) leads to the differential
equation (8), which can be written as a diffusion equation, if a = 1/2[1] and
as a propagation equation, if a = 1.

In the steady state, equaticns (2) to (8) are independent of p.

Equation (4) shows that the flux @ is constant, which depends on boundary
conditions, A recurrence analysis using equations (3), (5) and (6) and
taking F*(n=0) = F*(0) and F-(n=N) = F-(N) = 0 as boundary conditions leads
to the expression of the flux ®(N) of chaotic field lines going fram the
chain 0 to the chain N (Eq. (9)). This relation can be demonstrated also
from equations (2) and (7).

Equation (4) indicates that the flux of chaotic field lines is a
function of dx/dz, i.e. equal to Bx/Bz {see Eq. (1)). The flux ®(N) derived
above can then be expressed as equation (10), where H(BX) is the Heaviside
function and HcrIc\)Tss is equal to unity, if the field line reaches the chain N,
and 0 otherwise. @®{N) is identical to the normalized cross section o(N) of
flux tibes associated with the chaotic field lines going from the chain 0 to
the chain N. ILet V(N) be the normalized volume associated with these field
lines. V(N) is defined by an integral similar to equation (10}, the
integrand of which is multiplied by the number of toroidal turns made by the
field line to cross N island chains. The average number of toroidal turns to
traverse from chain 0 to chain N, T(N), is given by equation (11). The
diffusion ccefficient of the chaotic field 1ir_1es associated with equation (8)
is defined by equation (12}.

The numerical results obtained for o{l) (Eqg. (10)} from equations (1)
with nine islard chains can be described by equation (13} for Te £rg 2.

The error bars on A, B and Tc are not due to rumerical inaccuracy, but mainly
reflect the influence of the random phases r,bN on the carmputation. Results of
the camputation of oW)/o(l) are campared in Table 1 with equation (9) for

- different values of 7. Both sets of data are in good agreement, which



indicates that the recurrence relation is well satisfied. Figure 3 shows
that the numerical values for T(N)/T(1l) are close to N? for v = 1.30 and
1.35, which ig characteristic of a diffusion process across the island
chains. For 0.9 74 1.5, a is close to 0.5 (see Table 1) and equation (8)
reduces to a diffusioh equation. However, for v = 1.8, figure 3 indicates
that the field line behaviocur is :Lntérmediate between diffusion and
propagation. The diffusion coefficient D {Eq. {12)) 1s camputed using
equations (1) with different phases th The average of the mmmerical values
for D with their error bars is plotted against 7 in figure 4. An-
approximation of these results valid for Tc £7X 2 is given by equation
(14). Figure 4 shows that camputation of equation (12) using the standard

{ 1.1,

mapping, DMS, is in good agreement with equation (14) for Tc £71X

indicating that the standard mapping is a good approximation of equations (1)
for 7 = Tc‘ However, DMS departs from equation (14) for larger values of T
and follows the quasi-linear diffusion coefficient D2 = m2y/128 [3) before
starting to éaturate for v » 1.75. Saturation is due to the fact that thé
average mumber of toroidal turns to croés one island chain, T(l) , Can never
be less than 1, for the standard mapping. The definition used for D

{Eg. (12)) prevents strong osciiiations of DMS around DQL [4].

In conclusion, the chaotic field lines satisfy a diffusion—propagation
‘equation (Egq. (8)). In steady state, the fiux of chactic field lines follows
a recurrence relation between island chains (Eg. (9)). These equations have
been numerically tested using field line equations. In particular, the
behaviour of the chaotic field lines is close to a diffusion process, when
the islands are in equilibrium with a chaotic region. The asscciated
diffusion coefficient D is defined as the inverse of the average mmber of
toroidal turns to go fran one island chain to the next. An approximation of
the values camputed for D fram equaticons (1), valid for Tc £7 4 2, 1s given

by D= 1.25 (1 - 0.75)%"10,



1. Introduction

Le transport ancrmal cbservé dang les tokamaks est un des principaux
thémes de recherche en fusion contrdlée. Il pourrait &tre attribué, comme le
suggére un certain nombre de travaux théoriques et expédrimentaix, au
transport de particules le long des lignes de champ magnétique chaotiques,
qui permettent de relier la région centrale du plasma a sa périphérie. La
zone chaotique pourrait &tre en égquilibre avec des Tlots magnétiques, qui
seraient auto-entretenus par la différence des propriétés du plasma entre
zone chactique et flots. Cet équilibre aurait lieu pour des valeurs du
parametre de recouvrement 7 comprises entre 0,8 et 1,5 [1]. T représente le
rapport entre la largeur virtuelle de 1'Tlot et la distance entre deux
chalnes d'ilot A, Les propriéﬁés statistiques du champ magnéticque sont
étudiées analytiquement et numériquement en utilisant les équations des

lignes de champ et dans certains cas & partir du mapping standard [2].

2. Equations des lignes de champ magnétique

Les équations des lignes de champ magnétigque B en présence de 2N +1

chaines d'Tiot localisées a Xy = N/m sont données par:

B N B

&k _ xR _7T ¢ . _ . dy ¥ _

az =B " leml . Sin Nz -ny+go; az ° B "X (1)
4 N—NNU z

¢N est la phase aléatoire associée a 1'ilot N. Dans le systéme d'unités
utilisé, la coordonnée radiale x est normalisée a A = 1/m et les coordonnées
poloidale v et toroidale z sont en radians. Les équations (1} sont
invarientes par le changement de variables X = x -A et Y =y — (z/m), qui
permet de passer d'une chafhne d'iiot a 1'autre. Les différentes chathes
d'ilot sont donc équivalentes entre elles, ce qui permet un raisomnement par

récurrence. m a été choisi égal & 1 dans cette étude. Les équations du



mapping standard peuvent 8tre dérivées des équations (1) pour des phases ¢’N

milles et dans la limite d'un nombre infini de chafnes d'ilot.

les trajectoires des lignes de champ sont déterminées en intégrant
nurériquenment les équations (1) par rapport & z. Les intersections de ces
trajectoires avec le plan xy (carte de Poincaré) sont reprégentées sur la

figure 1 dans le cas de cing chaines d'Ilot et de v = 1,0.

3, Equation de diffusion-propagation

Soit F(n,p)., la distribution des lignes de champ chaotiques a la chaine
d'flot n asscciée a la distributioﬁ initiale F(n,0) aprés avoir parcouru la
distance p dans la direction torolidale. F est analogue & la fonction de
distribution, p au temps et les lignes de champ magnéticue aux trajedtoires
dans un mouvement de particules dans l'espace des phases. F(n,p) peut
s'exprimer & partir des fonctions F*{(n,p) définies dans la figure 2 comme:

F(n,p) = F*{n,p) + F-(ntl,p) = F* (n+1.p+1) + F-(n,ptl) (2)
L'équation (2) représente la conservation des lignes de champ chaotiques.
Soit @{(n,p), la fonction définié par: |

@(n,p). = F*(n,p) - F~(n,p) - (3)
‘La cambinaison des équations (2) et {3) et le passage aux variables continues

‘conduisent a:

g—g (n,p) = - g—ﬁ (n,p) (4)
Cette équation indique que &(n,p) est le flux de lignes de champ chaotiques &
la chaine d'flot n.

8i a est la fraction des lignes de champ chaotiques qui vont d'une
chaine d'flot a une autre, la figure 2 montre que les fonctions F*(n,p)

vérifient les éguations: -



F*(n+l,p+l) = a F*(n,p) + {1-a) 7~ (n+l,p) (5)

F-(n,ptl) = a F~(n+l,p) + (1-a) F*(n,p) (6)
Ces équations supposent que les lignes de champ chaotiques ont en moyenne un
camportement indépendant en passant d'une chaine d'flot & 1l'autre. En
utilisant les éguations (2), (3), (5) et (6), il est possible de démontrer
que les fonctions F(n,p) et ®(n,p) satisfont 1'équation différentielle
suivante:

a  (n,pH) + 2(1) (n+l,pHl) + (2a-1) 3% (n+1,p) = 0 (7)

-L'élimination de @ ou F entre les équations (4) et (7) conduit a une
équation différentielle, qui est vérifiée par les fonctions F ocu &:

a 5% - 20 & - o) EE =0 (8)
Cette équation s'écrit came une équation de diffusion, si a = 1/2{1] et

camre une éguation de propagation, si a = 1.

4, Flux de lignes de champ chacotiques en régime permanent

En régime permanent, les équations (2) & (8) sont indépendantes de p.
Le flux ¢ est alors une constante (voir Eg. (4)), dont la valeur dépend des
conditions aux limites. Un raisonnement par récurrence qui utilise les
équations (3), (5) et (6) conduit & 1l'expression du flux de lignes de champ
chaotiques qui vont de la chalne Q0 & la chalne N:

®(N) = o F*(0)/[(N-1) (1-0) + 1] : (9)
avec les conditions aux limites définies par F*(n=0) = F*{0) et
F-(n=N) = F-(N) = 0. La relation {9) peut &tre aussi démontrée a partir de

1'équation (7) et de la définition (2).



5. Définitions utilisées pour le calcul numérigue

L'éguation {4) montre que le flux de lignes de champ chaotiques est
fonction de dx/dz, qui est égal a BX/EZ fvoir Eg. (1)). Le flux &(N) de
lignes de champ chaotiques qui vont de la chafne 0 & la chaine N en régime

permanent peut alors s'exXprimer camne:

B
_ 2 X N - . _
o) =% [J 5 rv.2)HEBIH . (v,z)ddz = oM); S = [[ axdy  (10)
(plan de "~z
1'1Tlot Q)
X - N . .
ou H(BX} est la fonction de Heaviside pour BX et HCross est: une fonction qui

vaut 1, si la ligne de champ atteint la chaine N, et 0 autrement. &(N} est
identique & la section normalisée o(N) des tubes de flux associés aux lignes
de champ chaotiques allant de la chaine 0 & la chalne N.

Soit V(N), le volume normalisé associé a ces lignes de champ chaotiques.
VIN) est défini par une intégrale similaire & 1'équation (10), dont
1'intégrand est multiplié par le ncombre de tours toroldaux effectués par la
ligne de champ pour traverser N chaines d'Ilot. Le nanbre moyen de tours
torolidaux pour aller de la chafne 0 & la chafne N, T(N), est domné par:

T(N) = V{N)/o(N} {11)
le coefficient de diffusion des ligneg de champ chaoctiques associé a
1'équation (8) est Géfini par:

D= 1/7(1) {12)

6. vérification mumérigue

Ie calcul de 1'équation (10) & partir de 1'intégration des égquations (1)
avec neuf chafnes d'flct montre que o(l) varie come:

(1)

1]

Alrr)” (13)

ol A=0,47 + 0,13, B=2,50 + 0,23 et TC=O,75 + 0,05 pour des valeurs du



paramétre de recouvrement 7 camprises entre Tc et 2. Lles barres d'erreur sur
A, Bet Tc ne sont pas liées & la précision numérique, mais reflétent
principalement 1'influence des phases aléatoires @N sur le calcul., Les
valeurs calculées avec le mapping stendard sont camparables aux précédentes,
mails dépendent linéairement de v, lorsque 7 est supérieur a 1,4.

Ies résultats du calcul numérigue de o(N)/o(1l) sont comparés dans le
tableau 1 pour différentes valeurs de 7 avec 1l'équation {9) en prenant pour a

la moyenne arithmétique des valeurs o{N) = N(N-1)- — [0{1)/0(N)]ca1 {

N-1)-1,
La précision numérique n'a permis de calculer o(N) que jusqu'a N=4 pour
¥ < 1,8 et N=5 pour 1=3. Le bon accord obtenu indique <ue la relation de
récurrence est bien satisfaite par les sections o(N) calculées a
1'ordinateur.

Le nombre moyen de tours toroidaux pour traverser N chafnes d'ilot
{Eqq. (11)) est calculé & partir des équations {1). La figure 3 montre que le
rapport T(N)/T(1) calculé pour v = 1,30 et 1,35 est égal a N?, ce qui indique
aue les lignes de champ chactiques obéissent & un processus de diffusion a
travers les chalnes d'ilot. Lorsque 7 est campris entre 0,9 et 1,5, a est
- voisin de 0,5 (voir Tab. 1) et 1l'équation (8) se rédult a une éguation de
diffusion. Pour des valeurs de 7 plus élevées (v = 1,8}, la figure 3 montre
cque N < T{N)/T(1} < N2, ce qui suggéere que dans un espace canplétement
chaotique le comportement des lignes de champ est intermédiaire entre e
diffusion et une propagation. Ce dernier processus devient plus important
pour de grandes valeurs de 7, came l'indigue la faible croissance de ¢ avec
v (voir Tab. 1).

le ceoefficient de diffusion D {Eg. (12)} est calculé en utilisant les
équations (1) avec différentes phases @N' La moverme des valeurs calculées
pour D avec lewrs barres d'erreur est tracée en fonction de 1 sur la figure
4, Ces résultats sont bien décrits par la loi d'échelle:

D=A(y - "rc)B' ' , (14)



Ol A" =1,25 % 07,30, B' = 2,10 £ 0,40 pour Te {71£2 1la figure 4 montre
e le calcul de 1'équation (12) & partir du‘mapping standard, DMS, est en
bon accord avec 1'équation (14) pour 'rc {71411, ce qui indique que le
mapping standard est une bonne approximation des éguations (1) pour des
valeurs de 1 voisineé de 7 o Pour des valeurs de 7 supérieures, DMS ne suit
rlus 1'équation (14), mais suit le cdefficient de diffusion quasi-linéaire

DQL

= T12y4/128 [3] avant de camencer & tendre vers 1 pour 7 » 1,75. Cette
saturation est due au fait que le nambre moyen de tours toroidaux pour
traverser une chaine d'flot, T(l), ne peut devenir inférieur a 1 dans le cas
du mapping standard. Notons enfin que la définition du coefficient de
diffusion utilisée {(Eqg. (12)) ne conduit pas aux fortes oscillations de DMS

QL

centrées sur D™, qui sont observées dans d'autres études [4].

7. Conclusion

Cette étude a permis de démontrer que les lignes de champ chaotiéues "
cbéissent & une égquation de diffusion—propagation (Eg. (8)). En régime
statiomnaire, le flux de lignes de champ chaotiques suit une relation de
récurrence entre chatnes d'ilot"'(E'.q. (9)). Ces éguations ont été testées
numériquement a partlr de 1'intégration des éguations des lignes de champ.
En particulier, il apparait clairement que les lignes de champ chaotiques
.suivent un processus de diffusion & travers les chafnes d'ilot, lorsque
région chaotique et Tlots non détruits coexistent (0,8 { v £ 1,5). ILe
coefficient de diffusion D des lignes de champ chactigues est d&fini comme
1'inverse du nambre moyen de tours toroidaux pour aller d'une chaine d'Tlot &
une autre. Une approximation des valeurs calculées pour D & partir des

- éguations (1) valable pour Tc £71X 2 est doomée par D = 1,25 (7—0.75)2'10.

Remerciements : ILes auteurs remercient M, Brusati pour son aide dans le
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Tableau 1

cal

Comparaison entre les valeurs calculées [o(N)/c(1)] et les résultats

cbtenus & partir de 1'équation (9), [o(N)/c(1)1¥°C, en utilisent pour a la
}cal

moyenne arithmétique aavdes valeurs o(N}) = N(N-1)-* - [o(1)/o(N) (N-1) -t

Table 1
Comparison between the camputed values [o(N)/o(l)]Cal and the results. . .
obtained from equation (9), [o(N)/o(1) ]réc’ using for a the arithmetical

mean o®Vof the values o) = N(N-1)-* — [o(1) /o)1 (v-1)-*.

T 1,30 1,35 1,80 3,00

S ad 0,461 0,438 0,524 0,629

. (N) cal o) réc o(N) cal () réc G{N) cal a(N) réc o) cal S (N) Téc

c{1) o(l) o) of(1) o(l) o(1) o{l) c(1)

2 0,651 0,650 0,642 0,640 0,679 0,678 0,671 0,729

3 0,473 0,481 0,465 0,471 0,497 0,512 0,589 0,574

4 0,3%¢c 0,382 0,376 0,372 0,425 0,412 0,496 0,473

5 ‘ 0,448 (0,402
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Flg. 1 : Carte de Poincaré calculée & partir des é&guations (1) avecl'r =1,0
représentant cing chafnes d'ilct magnétique en &quilibre avec une région
chaotique.

Fig. 1 : Poincaré map camputed from equations (1) with v = 1,0 showing five

magnetic island chains in equilibrium with a chaotic region.

FT(n,p) F*(n+1,p+1)

F~(n,p+1) F (n+1p)

Fig. 2 : Schéma donnent la d&finition des fonctions F* (n,p) et montrant la

conservation des lignes de champ chaotiques entre deux chaines d'ilot.

Fig. 2 : Schematic diagram giving the definition of the functions Fi(n,p) and

showing the conservation of chacotic fleld lines between two island chains.
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Fig. 3: Variation du rapport T(N}/T{1) calculé pour differentes valeurs de T
en fonction de N. T{N) est le rxnbre moyen de tours toroidaux effectués par
les lignes de champ chaotigues pour traverser N chaines d'flot.

Fig. 3 : Variation of the ratio T(N)/T(1} carputed for different values of 7
as a function of N. T(N) is the average mmber of toroidal tums made by the

chactic field lines to cross N island chains.
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Fig. 4: Corparalscn entre les résultats de différents calculs du coefficient

e diffusion D : caloul de 1'équation {12) & partir des équations (1) (E} et
a partir du wapping standard, U'; loi @'échelle, DIEQ. (14)1; coefficient de
diffusion quasi-linaire, D,

Flyg. 4 : Comparison between the results of different calculations of the
diffusion coafficient D : computation of equation (12) from equations (1) &
and from the standard mepping, D; scaling law, D [Bq. (14}}; cuasi-linear

i ffusion coefficient, D&
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